
 
У уравнений Гурса 

 
есть два определения – точное и простецкое. 
 
Точное определение уравнений Гурса – это дифуры с ГУ на характеристиках. 
Простецкое – это дифур относительно u(x,y), где из всех вторых 
производных есть только смешанная. 
Кстати, поймайте себя на мысли: вы не решали в ММФ дифуры со 
смешанной производной. Ну вот сейчас как раз будем про них говорить. 
 
Почему эти два определения эквивалентны? Вспомните ММФ. Уравнения 
характеристик определяются тем, какие коэфы стоят при вторых 
производных: 
а11 uхх+2 а12 uху+ а22 uуу + какая-то мешанина из ux ,uу,u = f(x,y) 
т.е. а11,  а12, а22, через которые выражаются характеристики. 
В данном случае а11=а22=0, поэтому всё очень просто и характеристики очень 
простые: х=С и у=С. Можно сказать и так: характеристики – это ФСР 
однородного дифура а11 uхх+2 а12 uху+ а22 uуу =0. Понятно, что коль у нас 
дифур uху=0, то его ФСР х=С и у=С  
А ГУ у нас как раз на характеристиках: вы посмотрите. Так что да, это Гурс 
 Кстати, если у вас возник вопрос, зачем нужна третья строчка: она нужна. 
чтобы два уравнения во второй строчке не конфликтовали при подстановке 
х=у=0. 
 
То, что я вам показал 

 
Это общая задача Гурса. 



 
 
А есть ещё простейшая задача Гурса 

 

 
В ней дифур гораздо проще: а(,), b(,), с(,) положили равными 
тождественному нулю. 
Её решить очень легко. Ну, как решать дифур? Да очень просто: взять 
неопределённый интеграл по у (вылезет константа1), а затем по х (вылезет 
константа 2). Затем подогнать константы1 и константы2 под ГУ  
Собственно, вот: 

 
Дважды первообразенная функция f(х,у) с подгоном под ГУ. 
 
А вот общую задачу Гурса  

 
 
решить гораздо сложнее!  
Этого нет в вопросах, но если вдруг вас спросит экзаменатор, вкратце: 
берётся решение простейшей задачи Гурса 

 
Двойной интеграл обозначается как оператор, действующую на F 

 



Где F есть 

 
А за Ф(х,у) обозначается всё остальное 

 
После чего решение ищется методом последовательных приближений 

 
Вот так вот ищется решение общей задачи Гурса. 
 
Результаты Гурса очень заинтересовали Коши, и он поставил свою задачу: 

 
Где 

 
(это ответ на 23-й вопрос) 

 
Т.е. отличие от Гурса лишь в том, что ГУ не на двух перпендикулярных 
прямых, а на одной кривой, но и на функцию, и на её производную. 
 
Это была задача Коши в простейшем случае (аналогична простейшей задачи 
Гурса). Коши сформулировал свою задачу и аналогично общей задачи Гурса: 



 
Подытожим: простейшая задача Коши и общая задача Коши в простейшем 
случае – это когда дифур имеет очень простой вид uху=f(x,у). 
Общая задача Гурса и общая задача Коши – это когда к смешанной 
производной наваливаются все её родственники: сама u и две частных 
производных. 
Гурс отличается от Коши тем, что у Гурса ГУ Дирихле на осях асбцисс и 
ординат. У Коши ГУ Дирихле и Неймана на одной кривой. Конечно, у Коши 
всё сложнее, немудрено: имя Гурса мы видим первый раз, это какой-то 
неопытный математик, а Коши опытный, поэтому он решает сразу хард. 
Вот мы и ответили на 

 
Мчимся дальше, у нас на очереди 

 

 

 

 



 

 
Какой же физический смысл у функции Римана, которая, кстати, 
обозначается буквой V(x,y). Ну фамилия «Риман» начинается с V, что вас 
удивляет?  
Для надо понять, где в физике возникает уравнение со смешанной 
производной. Как правило – при колебаниях (мы это сейчас увидим), 
поэтому это (как и в случае с Гельмгольцем) – возмущение от точечного 
источника в точке Мштрих. 
Если у нас такое уравнение (при С=0 это хорошо знакомое нам однородное 
уравнение колебаний) 

 
То заменой 

 
Можно получить уравнение 

 
Как раз уравнение со смешанной производной. 
 

 
Давайте вспомним, что в задаче Коши мы на кривой С задаём и функцию, и 
саму произвольную. Задаём и то, и то произвольными функциями. 
Представьте себе двух человечков, двигающихся вдоль прямой и задающих 
ГУ 



 
(халявная у них, конечно, работа – ГУ ставить это вам не задачу решать ) 
Пока абсцисса и ордината монотонно меняются. Но как только кривая 
пересекает одну из характеристик (ось абсцисс или ось ординат) – упс… 

 
(а Михалыч, оказывается, из Англии) 
Действительно, если кривая С пересекает характеристику в двух точках, то 
значения u в этих двух точках должны быть связаны определённой 
формулой! Если мы в одной сделали произвольно, то в другой точке 
пересечения мы уже должны написать точную формулу для ГУ (явный вид 
приводить не буду, очень противный), иначе решения уже существовать не 
будет. 
 

 
Короче, рассказываю вам историю. Залетает на экзамен по ОММ умный чел 
(ну как умный…) интуры на отл сдал. Попадается ему вопрос номер 26, а он 
же интуры (да  линал когда-то) на отл сдал! И говорит: операторы 
сопряжены, если  

 



После чего случается то, что должны случиться: слёзы, крики, пересдача, 
гарь и армия. 
Понятие сопряжённости в ОММ другое и сложнее. Сейчас мы разберёмся, 
как его запомнить. 
Давайте предположим, что мы помним определение сопряжённых 
операторов из интуров. 
В первую очередь, давайте заменим скалярное умножение простым 
умножением функций (естественно, уже двух переменных): 

 
Если это так, то операторы по идее самосопряжены в смысле ОММ, ведь так 
же, Лёва? Да, если это так, то операторы самоспоряжены. Но это достаточно 
условие, но не необходимое. Два выражения могут быть не равны, но 
отличаться на 

 
Где Q и Р – какая-то мешанина из f(,), g(,) и первых из производных (правда, 
Р не может включать в себя производные по у, а Q – производные по х). 
Можете запомнить это так: в результате дифференцирования у нас не должно 
появиться двойных производных по одной и той же переменной, из двойных 
может быть только смешанная. Тогда в Q не должно быть производных по х, 
а в Р – по у. 
А теперь давайте с определением Боголюбова: 

 
То же самое, только я говорю, что то условие должно быть верно для любых 
функций f(x,у), g(x,y), а Боголюбов их называет u и V (это нестрашно) и 
проглатывает слово «любых», а это важно, не проглатывайте: для любых 
u(х,у) и V(х,у) верно то равенство. Вообще любых, не парьтесь, что одна из 
них выглядит так, как будто это функция Римана для какого-то там ещё 
дифура с u. 
Если оператор L такой 

 
То сопряжённый к нему оператор К можно найти явно: 

 



 
Понятие сопряжённого оператора нужно, чтобы поставить задачу на 
нахождение функции Римана. А именно, сначала нам нужно для оператора L 
подсчитать сопряжённый к нему оператор К (вот выше я привёл явный вид 
для него!) и именно его указать в задаче на поиск функции Римана:  

 

Где  
Вопрос на понимание: это задача имени какого-то чувака. Какого? Давайте 
ответим на этот вопрос вместе. Дифур у нас на первой строчке, оператор К 
такой же степени противности, как оператор L: со смешанной производной и 
киселём из uх,uу,u. Значит, общая задача Гурса или общая задача Коши. 
Смотрим ГУ: две прямые. Значит, Гурс. Так оно и есть. 

 
Берём самый-самый простой из возможных операторов L – просто 
смешанную производную, uху. Естественно, К тоже будет uху. Тогда 
функцией Римана будет тождественная единица. Проверьте, подставляя в 
условия на функцию Римана выше  
 

 

 

 
 
 


